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摘　 要：本文提出了一种 ３－Ｒ（４ｒ）（４ｒ）Ｒ 型全对称三平移并联机构，运用螺旋理论分析了该并联机构实现三平移的

机构学原理，进行了驱动输入的选取，分析了机构平台奇异、驱动奇异和支链奇异的特性，建立了机构运动学模型，
获得了运动学正、逆解析解，并通过数值仿真验证了正逆解模型的正确性。 研究结果表明，该并联机构无平台奇异，
运动学模型简单且正解唯一。
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１　 引　 言
自 Ｃｌａｖｅｌ 提出 Ｄｅｌｔａ 机构以来，三平移并联机构在搬运、

包装、分拣及医疗手术等领域得到了广泛应用，日益受到人
们的关注［１，２］ 。 沈惠平等［３，４］ 先后提出了 ３⁃Ｒ ／ ／ Ｒ ／ ／ Ｒ⁃４ｒ 和
３⁃Ｐ⊥Ｒ ／ ／ ４ｒ ／ ／ Ｒ 型三平移解耦并联机构；张纹等［５］ 设计了
３⁃ＲＵＣ型三平移完全对称的并联机构；刘延斌等［６］ 提出了
３⁃ＲＲＲＵ型三平移全对称并联机构；李永泉等［７］ 基于图谱法
优选出 ４ 种新型三平移并联机构；赵一楠等［８］ 设计了可用于
抓取的三平移解耦并联机构；张发海等［９］设计了一种低耦合
度的 ２ＰａＵＵ⁃ＰＰａＰ 型三平移并联机构。 这些机构都有各自
的特点和特殊性能，然而同时具有无奇异、全对称、制造简
单、位置正解唯一且表达式简单等特点的三平移并联机构却
为数不多。

本文基于 Ｒ 副和（４ｒ）平行四边形回路设计了一种新颖
的具有三平移自由度的 ３⁃Ｒ（４ｒ）（４ｒ）Ｒ 型并联机构，然后从
机构学原理上论证该机构的运动自由度，选取驱动输入，研
究机构平台奇异、驱动奇异和支链奇异的特性，最后推导出
机构的运动学模型以及运动学正逆解，并通过数值仿真对其
正确性进行了验证。
２　 机构的自由度和输入选择

图 １ 所示为 ３⁃Ｒ（４ｒ）（４ｒ）Ｒ 并联机构原理图，该机构由
３ 个完全对称的支链构成，其支链则由 ２ 个转动副（Ｒ 副）和
２ 个（４ｒ）平行四边形回路（由 ４ 个 Ｒ 副按平行四边形布置而
成）构成，如图 ２（ａ）所示。 支链端部 ２ 个 Ｒ 副的轴线相互平

行，中部 ２ 个平行四边形所有的 Ｒ 副轴线也互相平行，但与
端部 Ｒ 副的轴线相垂直。 与动平台固接的 ３ 个 Ｒ 副中心点
Ｍ１、 Ｍ２、 Ｍ３ 的分布圆半径为 ｒｍ ，与基平台固接的 ３ 个 Ｒ 副
中心点 Ｂ１、 Ｂ２、 Ｂ３ 所在的分布圆半径为 ｒｂ 。 以基平台的中
心为坐标原点建立惯性坐标系 Ｏ － ＸＹＺ ，其 Ｘ 、 Ｙ 轴在基平
台平面内；以动平台的中心为坐标原点建立动平台体坐标系
Ｏｍ － ＸｍＹｍＺｍ ，其 Ｘｍ 、 Ｙｍ 轴与 Ｘ 、 Ｙ 轴平行且指向相同。

图 １　 ３⁃Ｒ（４ｒ）（４ｒ）Ｒ 并联机构
　

机构第 ｉ（ ｉ＝ １，２，３）条支链的参数设置如图 ３ 所示，其中
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　 　 　 　 　 　 　 （ａ）原支链　 　 　 　 　 （ｂ）等效支链

图 ２　 Ｒ（４ｒ）（４ｒ）Ｒ 支链

ｌ 为杆长， αｉ１ 为邻近基平台的平行四边形机构的侧向转角，
αｉ２ 为邻近动平台的平行四边形机构相对于前一平行四边形
机构的侧向转角，θｉ为支链相对基平台平面的转角。

　 　 　 　 　 　 （ａ） 前视图　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 侧视图

图 ３　 支链参数示意图
　

２．１　 自由度分析
Ｒ（４ｒ）（４ｒ）Ｒ 支链运动学上可等效于如图 ２（ｂ）所示的

ＲＰＰＲ 支链，其中一个 Ｐ 副垂直于两个 Ｒ 副轴线，另一个 Ｐ
副平行于两个 Ｒ 副轴线。 该支链对动平台将产生无数个垂
直于 Ｒ 副轴线的约束力偶，而这无数个约束力偶可等效为 ２
个正交的约束力偶 Ｓ／ ｒ１、 Ｓ／ ｒ２。 由空间几何理论可知，３ 条机构
支链对动平台共有 ６ 个约束力偶，而这 ６ 个约束力偶当机构
处于一般位形不会平行于同一平面，也不会平行于同一直
线。 因此，这 ６ 个约束力偶所张成的力偶空间必然有如下的
３ 个正交基：

Ｓ／ Ｒ１ ＝ ０ ０ ０； １ ０ ０( )

Ｓ／ Ｒ２ ＝ ０ ０ ０； ０ １ ０( )

Ｓ／ Ｒ３ ＝ ０ ０ ０； ０ ０ １( )

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

由螺旋理论，进一步可得 Ｓ／ Ｒ１ 、 Ｓ／ Ｒ２ 、 Ｓ／ Ｒ３ 反螺旋的正交基：
Ｓ／ ｖ１ ＝ ０ ０ ０； １ ０ ０( )

Ｓ／ ｖ２ ＝ ０ ０ ０； ０ １ ０( )

Ｓ／ ｖ３ ＝ ０ ０ ０； ０ ０ １( )

ì

î

í

ïï

ïï

（２）

实质上， Ｓ／ ｖ１、 Ｓ／ ｖ２、 Ｓ／ ｖ３ 就是动平台的可能运动螺旋。 由此
可见，在基平台固定不动的情况下，动平台在一般位形下所
具有的自由运动即为沿惯性坐标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ 轴的三维平移。

并联机构的自由度可按下式计算［１０］ ：

Ｆ ＝ ｄ（ｎ － ｇ － １） ＋ ∑
ｇ

ｉ ＝ １
ｆｉ ＋ ｓ － ｋ （３）

式中， ｄ 为机构的阶数； ｎ 、 ｇ 分别为构件数目和运动副

数目； ｆｉ 为第 ｉ 个运动副的相对自由度； ｓ 为除去公共约束后
剩余的螺旋个数； ｋ 为剩余螺旋所构成的螺旋系的秩。

如图 ２（ｂ）所示，该支链为原支链的等效支链，一般位形
下 ３ 个支链对动平台没有公共约束。 每条等效支链有 ３ 个
等效构件和 ４ 个等效运动副（２ 个 Ｐ 副和 ２ 个 Ｒ 副，相对自
由度皆为 １），所以机构的等效构件总数为 １１，运动副总数为
１２。 同时，该机构为空间并联机构，阶数为 ６，由式（３）可得
机构的自由度 Ｆ＝ ３，这再次验证了上述分析的正确性。
２．２　 驱动输入选择

选取与基平台固接的 ３ 个 Ｒ 副为驱动副，这样可以有效
避免驱动元件在机构运动时产生附加惯性力，减少机构的运
动控制能耗。
３　 机构的奇异分析
３．１ 平台奇异

式（１）所示的 ３ 个正交基 Ｓ／ Ｒ１ 、 Ｓ／ Ｒ２ 、 Ｓ／ Ｒ３ 为 ３ 条支链对动平

台的约束力偶的 ３ 个基底，而这 ３ 个力偶基不会随机构的位
形变化而降秩，因此该机构不存在平台奇异。
３．２　 驱动奇异

如图 ２（ｂ）所示， Ｓ／ ａ 为驱动副刚化后支链对动平台的驱
动力线矢，其与动平台上的 Ｒ 副轴线垂直相交，并垂直于两
个 Ｐ 副。 对于图 ２（ａ）所示的原支链，驱动力线矢 Ｓ／ ａ 与两个
平行四边形中的 ６ 个 Ｒ 副轴线都平行，而支链对动平台共有
３ 个驱动力线矢，如图 ４（ａ）所示。 当 ｒｂ ＝ ｒｍ 时，这 ３ 个驱动
力线矢都将与空间某一直线 Ｌ 形成空间垂直关系，此时动平
台沿直线 Ｌ 的平移运动将失去驱动力和约束力，即发生驱动
奇异。 另外，机构参数满足 θ１ ＝ θ２ ＝ θ３ ＝ ０ 时，３ 个驱动力
线矢将平行于 Ｚ 轴，如图 ４（ｂ）所示，此时机构沿 Ｘ、Ｙ 轴的平
动将失控，发生驱动奇异。

　 　 　 　 （ａ） 垂直于同一直线　 　 　 　 （ｂ） 平行于 Ｚ 轴

图 ４　 动平台的驱动力线矢
　

３．３　 支链奇异
当连接动平台的 Ｒ 副轴线与连接基平台的 Ｒ 副轴线重

合时，驱动力线矢消失，此时发生支链奇异。
４　 机构的运动学模型

参考图 １ 和图 ３，设 ｘ、ｙ、ｚ 分别为动平台中心在基平台
坐标系 Ｏ － ＸＹＺ中的 Ｘ、Ｙ、Ｚ 轴坐标分量，同时假设参数 ｒｂ ≠
ｒｍ ，则通过运动分析可得到如下的机构约束方程：

对于第一支链，有：
ｌｃｏｓθ１［ｓｉｎ（ａ１１ ＋ ａ１２） ＋ ｓｉｎａ１１］ ＝ ｒｂ － ｒｍ － ｘ
ｌ［ｃｏｓ（ａ１１ ＋ ａ１２） ＋ ｃｏｓａ１１］ ＝ ｙ
ｌｓｉｎθ１［ｓｉｎ（ａ１１ ＋ ａ１２） ＋ ｓｉｎａ１１］ ＝ ｚ

{ （４）

对于第二支链，有：
ｌｃｏｓθ２［ｓｉｎ（ａ２１ ＋ ａ２２） ＋ ｓｉｎａ２１］ － ３ ｌ［ｃｏｓ（ａ２１ ＋ ａ２２）
＋ ｃｏｓａ２１］ ＝ ｒｂ － ｒｍ ＋ ２ｘ

３ ｌｃｏｓθ２［ｓｉｎ（ａ２１ ＋ ａ２２） ＋ ｓｉｎａ２１］ ＋ ｌ［ｃｏｓ（ａ２１ ＋ ａ２２）

＋ ｃｏｓａ２１］ ＝ ３ ｒｂ － ｒｍ( ) － ２ｙ
ｌｓｉｎθ２［ｓｉｎ（ａ２１ ＋ ａ２２） ＋ ｓｉｎａ２１］ ＝ ｚ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（５）
对于第三支链，有：
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ｌｃｏｓθ３［ｓｉｎ（ａ３１ ＋ ａ３２） ＋ ｓｉｎａ３１］ ＋ ３ ｌ［ｃｏｓ（ａ３１ ＋ ａ３２）
＋ ｃｏｓａ３１］ ＝ ｒｂ － ｒｍ ＋ ２ｘ

３ ｌｃｏｓθ３［ｓｉｎ（ａ３１ ＋ ａ３２） ＋ ｓｉｎａ３１］ － ｌ［ｃｏｓ（ａ３１ ＋ ａ３２）

＋ ｃｏｓａ３１］ ＝ ３ ｒｂ － ｒｍ( ) ＋ ２ｙ
ｌｓｉｎθ３［ｓｉｎ（ａ３１ ＋ ａ３２） ＋ ｓｉｎａ３１］ ＝ ｚ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（６）
通过进一步整理，可以得到如下的驱动空间与笛卡尔空

间之间的运动学模型：

ｔａｎθ１ ＝ ｚ
ｒｂ － ｒｍ － ｘ

ｔａｎθ２ ＝ ｚ

ｒｂ － ｒｍ ＋ １
２
ｘ － ３

２
ｙ

ｔａｎθ３ ＝ ｚ

ｒｂ － ｒｍ ＋ １
２
ｘ ＋ ３

２
ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（７）

５　 机构的正逆解模型
５．１　 逆解

由式（７）所示的运动学模型，可得到如下关于驱动角位

移 θ１、θ２、θ３的逆向解析解：

θ１ ＝

ａｒｃｔａｎ ｚ
ｒｂ － ｒｍ － ｘ

　 ｘ ＜ ｒｂ － ｒｍ

１
２
π 　 ｘ ＝ ｒｂ － ｒｍ， ｚ ≥ ０

－ １
２
π 　 ｘ ＝ ｒｂ － ｒｍ，ｚ ＜ ０

π ＋ ａｒｃｔａｎ ｚ
ｒｂ － ｒｍ － ｘ

　 ｘ ＞ ｒｂ － ｒｍ， ｚ ≥ ０

－ π ＋ ａｒｃｔａｎ ｚ
ｒｂ － ｒｍ － ｘ

　 ｘ ＞ ｒｂ － ｒｍ， ｚ ＜ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

θ２ ＝

ａｒｃｔａｎ
ｚ

ｒｂ－ｒｍ＋
１
２ ｘ－

３
２ ｙ

　 ３ ｙ－ｘ＜２（ ｒｂ－ｒｍ）

１
２ π 　 ３ ｙ－ｘ＝ ２（ ｒｂ－ｒｍ），ｚ≥０

－ １
２ π 　 ３ ｙ－ｘ＝ ２（ ｒｂ－ｒｍ），ｚ＜０

π＋ａｒｃｔａｎ
ｚ

ｒｂ－ｒｍ＋
１
２ ｘ－

３
２ ｙ

　 ３ ｙ－ｘ＞２（ ｒｂ－ｒｍ），ｚ≥０

－π＋ａｒｃｔａｎ
ｚ

ｒｂ－ｒｍ＋
１
２ ｘ－

３
２ ｙ

　 ３ ｙ－ｘ＞２（ ｒｂ－ｒｍ），ｚ＜０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

θ３ ＝

ａｒｃｔａｎ
ｚ

ｒｂ－ｒｍ＋
１
２ ｘ＋

３
２ ｙ

　 ３ ｙ＋ｘ＞２（ ｒｍ－ｒｂ）

１
２ π 　 ３ ｙ＋ｘ＝ ２（ ｒｍ－ｒｂ），ｚ≥０

－ １
２ π 　 ３ ｙ＋ｘ＝ ２（ ｒｍ－ｒｂ），ｚ＜０

π＋ａｒｃｔａｎ
ｚ

ｒｂ－ｒｍ＋
１
２ ｘ＋

３
２ ｙ

　 ３ ｙ＋ｘ＜２（ ｒｍ－ｒｂ），ｚ≥０

－π＋ａｒｃｔａｎ
ｚ

ｒｂ－ｒｍ＋
１
２ ｘ＋

３
２ ｙ

　 ３ ｙ＋ｘ＜２（ ｒｍ－ｒｂ），ｚ＜０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

５．２　 正解
假设 ｒｂ ≠ ｒｍ ，由式（７）所示的运动学模型，可以得到如

下关于笛卡尔空间坐标 ｘ、ｙ、ｚ 的正向解析解：

（１）当 θ１ ≠０、 θ２ ≠０、 θ３ ≠０、 θ１ ≠ ± １
２
π 、 θ２ ≠ ± １

２
π 、 θ３

≠ ± １
２
π时，有：

ｘ＝
ｔａｎθ１ ｔａｎθ２＋ｔａｎθ１ ｔａｎθ３－２ｔａｎθ２ ｔａｎθ３

ｔａｎθ１ ｔａｎθ２＋ｔａｎθ１ ｔａｎθ３＋ｔａｎθ２ ｔａｎθ３
（ ｒｂ－ｒｍ）

ｙ＝
３ ｔａｎθ１（ｔａｎθ２－ｔａｎθ３）

ｔａｎθ１ ｔａｎθ２＋ｔａｎθ１ ｔａｎθ３＋ｔａｎθ２ ｔａｎθ３
（ ｒｂ－ｒｍ）

ｚ＝
３ｔａｎθ１ ｔａｎθ２ ｔａｎθ３

ｔａｎθ１ ｔａｎθ２＋ｔａｎθ１ ｔａｎθ３＋ｔａｎθ２ ｔａｎθ３
（ ｒｂ－ｒｍ）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２）当 θ１ ＝ ０、 θ２ ＝ ０、 θ３ ＝ ０ 时，机构发生奇异，ｘ、ｙ 的
解不唯一，而 ｚ ＝ ０。

（３）当 θ１ ＝ １
２
π 、 θ２ ≠ ± １

２
π 、 θ３ ≠ ± １

２
π 时，有：

ｘ ＝ ｒｂ － ｒｍ

ｙ ＝
－ ３ ｔａｎθ１

ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎθ２
（ ｒｂ － ｒｍ）

ｚ ＝
３ｔａｎθ１ ｔａｎθ２

ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎθ２
（ ｒｂ － ｒｍ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（４）当 θ２ ＝ １
２
π 、 θ１ ≠ ± １

２
π 、 θ３ ≠ ± １

２
π 时，有：

ｘ ＝
ｔａｎθ１ － ２ｔａｎθ３

ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎθ３
（ ｒｂ － ｒｍ）

ｙ ＝
－ ３ ｔａｎθ１

ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎθ３
（ ｒｂ － ｒｍ）

ｚ ＝
３ｔａｎθ１ ｔａｎθ３

ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎθ３
（ ｒｂ － ｒｍ）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（５）当 θ３ ＝ １
２
π 、 θ１ ≠ ± １

２
π 、 θ２ ≠ ± １

２
π 时，有：

ｘ ＝
ｔａｎθ１ － ２ｔａｎθ２

ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎθ２
（ ｒｂ － ｒｍ）

ｙ ＝
－ ３ ｔａｎθ１

ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎθ２
（ ｒｂ － ｒｍ）

ｚ ＝
３ｔａｎθ１ ｔａｎθ２

ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎθ２
（ ｒｂ － ｒｍ）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

５．３　 正逆解模型的仿真验证
机构的结构参数选取为：ｌ ＝ ６００ｍｍ， ｒｂ ＝ ５００ｍｍ， ｒｍ ＝

１００ｍｍ，给定动平台中心点如下的连续空间运动轨迹：
ｘ ＝ ８００ｃｏｓ（０．６πｔ）
ｙ ＝ ８００ｓｉｎ（０．６πｔ）
ｚ ＝ １０００ － １００ｔ

{ （８）

式中，ｔ 为仿真时间，ｔ＝ ０～１０ｓ。
其轨迹曲线如图 ５ 所示。
然后利用逆解模型进行解析求解，获得驱动空间轨迹曲

线，如图 ６ 所示。
最后以逆解模型得到的驱动空间轨迹为驱动输入，利用

正解模型进行解析求解，再次获得笛卡尔空间内的动平台中
心点轨迹曲线，如图 ７ 所示。

图 ８ 为正解得到的动平台中心点轨迹与给定的动平台
中心点轨迹的对比误差，这是正、逆求解的总误差，误差大小
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图 ５　 动平台中心点空间轨迹
　

图 ６　 逆向求解得到的驱动空间轨迹
　

图 ７　 正向求解得到的动平台中心点轨迹
　

在 １×１０⁃１０ｍｍ 以内，表明所获得的正、逆解模型是正确的。
６　 结　 论

本文提出了一种支链全对称的 ３⁃Ｒ（４ｒ）（４ｒ）Ｒ 型三平移
并联机构，分析了该并联机构实现三平移的机构学原理，选
取了驱动输入，分析了机构平台奇异、驱动奇异和支链奇异
的特性，建立了运动学模型，获得了正、逆解析解，并对正逆
解模型进行了仿真验证，得到的具体结论如下：

（１）该机构无平台奇异，通过合理的结构设计，可以避免
部分驱动奇异。

（ａ）沿 Ｘ 轴的误差

（ｂ）沿 Ｙ 轴的误差

（ｃ）沿 Ｚ 轴的误差

图 ８　 正、逆求解总误差
　

　 　 （２）该机构运动学模型简单，且正解唯一，这对机构运动
控制的实现极为有利。
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