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摘要： 现有大部分 ２Ｒ 并联机构靠近定平台的第 １ 个转轴方向矢量不变，靠近动平台的第 ２ 个转轴方向矢量只随

着第 １ 个转轴而变化，第 ２ 转轴相对于动平台不变。 本文利用有限旋量理论，在具有变 ／定转轴分岔 １Ｒｖ（Ｒｖ 表

示变转轴转动）并联机构基础上，提出一类具有变 ／定轴线的 ２Ｒｖ 并联机构。 分析了机构装配条件和驱动配置。
此种分岔 ２Ｒｖ 并联机构包含 ４ 种运动模式，即定 定转轴运动模式、定 变转轴运动模式、变 定转轴运动模式和

变 变转轴运动模式。 将传统的 ２ 条定转轴 ２Ｒ 并联机构拓展为具有变 ／定转轴（变转轴和定转轴）的分岔 ２Ｒｖ 广

义并联机构。
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０　 引言

分岔并联机构是指在通过一些特殊位形后会发

生自由度变化以及运动特性变化的并联机构，这些

特殊位形被称为运动分岔点或运动分岔奇异点。 运

动分岔这一概念最早是 ＷＯＨＬＨＡＲＴ［１］ 在研究运动

转向机构时提出的。 随后，ＧＡＬＬＥＴＴＩ 等［２ － ３］ 提出

了许多具有运动转向特性的机构，如含单环运动转

向链和多环运动转向链的运动转向机构。 分岔并联

机构由于具有随任务变化而变自由度的特点和高承

载能力、高精度等优点，已成为机构学与机器人学领

域的研究热点之一。 近年来，并联机构运动分岔特

性得到了广泛研究。 ＺＥＮＧ 等［４］基于位移流形理论

提出了一种运动分岔的广义并联机构综合方法，此
类机构在奇异位形时发生运动分岔。 ＪＵＮ 等［５］基于

位移流形理论提出了一类具有平面运动和球面运动

的分岔并联机构。 基于群论的理论，ＦＡＮＧＨＥＬＬＡ
等［６］提出几种具有运动分岔特性的并联机构。
ＲＥＦＡＡＴ 等［７］研制了具有运动分岔特性的并联机

床。 ＺＨＡＮＧ 等［８］提出了一种新型变胞机构并分析

了其运动分岔特性，又研究了一种特殊结构的 ３
ＰＵＰ 并联机构运动分岔特性［９］。

近些年来，学者对 ２Ｒ 并联机构关于构型综合

方面进行了大量研究。 ＸＵ 等［１０］基于螺旋理论提出

了一类具有连续转轴的 ２Ｒ 并联机构。 ＺＥＮＧ 等［１１］

提出了并联机构转动解耦条件，并根据这个条件提

出了一类转动解耦的 ２Ｒ 并联机构。 ＦＡＮ 等［１２］ 提

出了一种基于构型演化和李群理论的并联机构类型

综合方法，利用该方法系统地综合了 ２Ｒ 并联机构。
ＸＵ 等［１３］对完全解耦并联机构进行了研究，并提出

了一类完全解耦 ２Ｒ 并联机构。 ２Ｒ 并联机构具有

２ 条转动轴线，如规定靠近定平台转动轴线为第 １
转动轴线，则靠近动平台的转动轴线为第 ２ 转动轴

线。 综上可见，现有具有 ２Ｒ 运动的机构，靠近定平

台第 １ 转轴不变，靠近动平台第 ２ 转轴仅随第 １ 转

轴的变化而变化，第 ２ 转轴相对于动平台不变。
ＬＩ 等［１４］ 对 Ｓｃｈｏｅｎｆｌｉｅｓ 运动分岔进行了深入研

究，并用位移子流形方法得到了许多 ３Ｔ１Ｒ 分岔并联

机构。 具有分岔 ３Ｔ１Ｒ［１４］（Ｓｃｈｏｅｎｆｌｉｅｓ）并联机构中的

转动是绕 ２ 条特定轴中的其中 １ 条定轴转动，这种分

岔是从 １ 条定转轴变到另一条定转轴的分岔运动，且
在通过奇异位形时具有 １ 条变化的转轴。 这一发现

先后启发了 ＦＡＮＧ 等［１５］、ＹＡＮＧ 等［１６］ 对一类新型变

轴线 ３Ｔ１Ｒｖ（Ｒｖ 表示变转轴转动）并联机构的研究。
而现有文献关于 ２Ｒｖ 并联机构研究较少，特别是缺少

对 ２Ｒｖ 并联机构构型综合相关研究。
受变轴线 ３Ｔ１Ｒｖ 并联机构和分岔 ３Ｔ１Ｒ 并联机

构启发，本文基于有限旋量提出一类具有变 ／定轴线

的分岔 ２Ｒｖ 并联机构。 研究具有变 ／定轴线的分岔球

面 ４Ｒ 机构装配条件和转动轴线，根据分岔 ４Ｒ 机构

分岔特性，得到满足变 ／定轴线分岔 ２Ｒｖ 并联机构的

可行支链，并提出一类分岔 ２Ｒｖ 广义并联机构。

１　 具有变转轴和定转轴的一类球面 ４Ｒ 机构

１. １　 球面 ４Ｒ 机构有限旋量

球面 ４Ｒ 并联机构动平台有限旋量集合可表

示为
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其中
ｓｆ，ｂ ＝ ２ｔａｎ

θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｓｆ，ａ ＝ ２ｔａｎ
θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

式中　 ｛ｓｆ，ＰＭ｝———动平台有限旋量［１７ － ２１］集合

｛ｓｆ，ａ｝———转动副 Ｒａ有限旋量集合

θａ———转动副 Ｒａ从位姿Ⅰ绕其轴线 ｓａ转到

位姿Ⅱ所转过的角度（图 １）
ｒｏ———转动副 Ｒａ矢径

θｂ———转动副 Ｒｂ 从位姿Ⅰ绕其轴线 ｓｂ 到位

姿Ⅱ所经过的角度

ｓａ———转动副 Ｒａ 轴线单位矢量

ｓｂ———转动副 Ｒｂ 轴线单位矢量

图 １　 刚体有限转动示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｙ ｆｉｎｉｔｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｓｋｅｔｃｈ
　

８２４ 农　 业　 机　 械　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２ ０ ２ ４ 年



串联支链 ＲａＲｂ有限旋量可表示为

ｓｆ，ｂａ ＝ ２ｔａｎ
θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （２）

而有限旋量三角积表示为

ｓｆ，ａｂ ＝ ｓｆ，ａΔｓｆ，ｂ ＝
１

１ － ｔａｎ
θａ

２ ｔａｎ
θｂ

２ ｓＴａ ｓｂ
[ ｓｆ，ａ ＋ ｓｆ，ｂ ＋

１
２ ｓｆ，ｂ × ｓｆ，ａ －

ｔａｎ
θａ

２ ｔａｎ
θｂ

２ ( ｔｂ
ｏ
ｓｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｔａ

ｏ
ｓａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ) ] （３）

式中　 ｏ———零矩阵

根据并联机构有限旋量描述，球面 ４Ｒ 机构动

平台有限旋量也可以表示为

｛ｓｆ，４Ｒ｝ ＝ {２ｔａｎ θ
２

ｓ
ｒ × ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ } （４）

其中 ｓ ＝ （ｃｏｓα，ｓｉｎαｃｏｓβ，ｓｉｎαｓｉｎβ） Ｔ

式中　 ｒ———从固定参考系原点 Ｏ 指向旋转中心的

位置矢量（图 ２），此处为零向量

ｓ———输出杆转动轴线的单位矢量

θ———输出杆绕该轴线的转角

α———矢量 ｓ 与坐标轴 ｘ 的夹角

β———矢量 ｓ在 ｙｚ 平面内投影与坐标轴 ｙ 的夹角

　 　 根据有限旋量对并联机构的表示，球面 ４Ｒ 机

构动平台有限旋量为

｛ｓｆ，４Ｒ｝ ＝ ｛ｓｆ，１Ｌ｝∩｛ｓｆ，２Ｌ｝ （５）

其中 ｛ｓｆ，ｉＬ｝ ＝ {２ｔａｎ θｉｂ
２

ｓｉｂ
ｒｏ × ｓｉｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θｉａ
２

ｓｉａ
ｒｏ × ｓｉａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ }

（６）
式中　 ｛ｓｆ，ｉＬ｝———串联支链 ＲｉａＲｉｂ有限旋量，ｉ ＝１，２

图 ２　 球面 ４Ｒ 机构

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ４Ｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

根据式（２） ～ （６）可得关于动平台轴线有限旋

量，即

ｓＴ（ｓ１ａ × ｓ１ｂ）ｓｉｎ２（ｓＴ１ａｓ１ｂ）
（ｓＴｓ１ａ － （ｃｏｓ（ｓＴ１ａ × ｓ１ｂ））ｓＴｓ１ｂ）（ｓＴｓ１ｂ － （ｃｏｓ（ｓＴ１ａ × ｓ１ｂ））ｓＴｓ１ａ） － （ｃｏｓ（ｓＴ１ａ × ｓ１ｂ）（ｓＴ（ｓ１ａ × ｓ１ｂ）） ２ ＝

ｓＴ（ｓ２ａ × ｓ２ｂ）ｓｉｎ２（ｓＴ２ａｓ２ｂ）
（ｓＴｓ２ａ － （ｃｏｓ（ｓＴ２ａ × ｓ２ｂ））ｓＴｓ２ｂ）（ｓＴｓ２ｂ － （ｃｏｓ（ｓＴ２ａ × ｓ２ｂ））ｓＴｓ２ａ） － （ｃｏｓ（ｓＴ２ａ × ｓ２ｂ）（ｓＴ（ｓ２ａ × ｓ２ｂ）） ２ （７）

ｓ ｜ ｓ ｜ ＝
ｓＴ（ｓｉａ × ｓｉｂ）

ｓＴ（ｓｉｂ － （ｃｏｓ（ｓＴｉａｓｉｂ））ｓｉａ）
ｓｉａ ＋ ｔａｎ

θｉｂ

２ ｓｉｂ ＋ ｔａｎ
θｉｂ

２
［ｓＴ（ｓｉａ × ｓｉｂ）］（ｓｉａ × ｓｉｂ）
ｓＴ（ｓｉｂ － （ｃｏｓ（ｓＴｉａｓｉｂ））ｓｉａ）

（８）

ｔａｎ
θ１ａ

２ ｓ１ａ ＋
ｓＴ（ｓ１ａ × ｓ１ｂ）

ｓＴ（ｓ１ａ － （ｃｏｓ（ｓＴ１ａｓ１ｂ））ｓ１ｂ）
ｓ１ｂ ＋ ｔａｎ

θ１ａ

２
［ｓＴ（ｓ１ａ × ｓ１ｂ）］（ｓ１ａ × ｓ１ｂ）
ｓＴ（ｓ１ａ － （ｃｏｓ（ｓＴ１ａｓ１ｂ））ｓ１ｂ）

＝

ｔａｎ
θ２ａ

２ ｓ２ａ ＋
ｓＴ（ｓ２ａ × ｓ２ｂ）

ｓＴ（ｓ２ａ － （ｃｏｓ（ｓＴ２ａｓ２ｂ））ｓ２ｂ）
ｓ２ｂ ＋ ｔａｎ

θ２ａ

２
［ｓＴ（ｓ２ａ × ｓ２ｂ）］（ｓ２ａ × ｓ２ｂ）
ｓＴ（ｓ２ａ － （ｃｏｓ（ｓＴ２ａｓ２ｂ））ｓ２ｂ）

（９）

　 　 式（７）、（９）限定了球面 ４Ｒ 机构动平台轴线方

向变化的约束条件，即为轴线在空间中连续分布的

解析表达式，可推导转轴可变并联机构装配条件。
由式（８）得到球面 ４Ｒ 机构输出转轴与各支链第 ２
转动副转角之间的关系，可推导机构分岔特性。
１. ２　 变 ／定转轴球面 ４Ｒ 机构装配条件

当机构处于奇异位形时，机构有可能发生运动

模式变化［２２］。 对于球面 ４Ｒ 机构，当 ４ 个转动副轴

线共面时处于奇异位型。 根据式（７）、（９）可得到具

有变 ／定转轴分岔球面 ４Ｒ 机构条件：２ 个转动副轴

线共面时，①ｓ１ａ≠ ± ｓ２ａ，ｓ１ｂ ≠ ± ｓ２ｂ。 ②ｓ１ａ ＝ ± ｓ２ｂ，
ｓ２ａ≠ ± ｓ１ｂ；或 ｓ１ｂ ＝ ± ｓ２ａ，ｓ１ａ≠ ± ｓ２ｂ。

当球面 ４Ｒ 机构装配条件完全不满足条件①

时，即 ｓ１ａ ＝ ± ｓ２ａ，ｓ１ｂ ＝ ± ｓ２ｂ时，式（７）、（９）变为恒等

式，对球面 ４Ｒ 机构的输出转轴 ｓ 不起约束，此时 ４Ｒ
闭环增加一个不可控的自由度，４Ｒ 机构输出运动退

化为 ２ 个转动。 此时球面 ４Ｒ 机构具有 ２ 种不同定

轴线转动运动模式。
当球面 ４Ｒ 机构装配条件部分不满足条件①

时，即 ｓ１ａ ＝ ± ｓ２ａ，ｓ１ｂ≠ ± ｓ２ｂ，或 ｓ１ａ≠ ± ｓ２ａ，ｓ１ｂ ＝ ± ｓ２ｂ
时，根据式（７）、（９），有 ｓ ＝ ｓ１ａ ＝ ± ｓ２ａ 或 ｓ ＝ ｓ１ｂ ＝
± ｓ２ｂ，此时球面 ４Ｒ 机构具有 １ 种定转轴转动运动

模式。
当球面 ４Ｒ 机构装配条件完全不满足条件②

时，即 ｓ１ａ ＝ ± ｓ２ｂ，ｓ１ｂ ＝ ± ｓ２ａ时，根据式（７）、（９），有
ｓ ＝ ｓ１ａ ＝ ± ｓ２ｂ，ｓ ＝ ｓ１ｂ ＝ ± ｓ２ａ，当离开奇异位形后机构
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仍具有一个变转轴转动，故此种装配条件下球面 ４Ｒ
机构具有 ２ 种不同定轴线和 １ 种变转轴转动的运动

模式。
当球面 ４Ｒ 机构装配条件部分不满足条件②

时，即 ｓ１ａ≠ ± ｓ２ｂ，ｓ１ｂ≠ ± ｓ２ａ，或 ｓ１ｂ≠ ± ｓ２ａ，ｓ１ａ≠ ± ｓ２ｂ
时，球面 ４Ｒ 机构具有 １ 种变转轴转动运动模式。
１. ３　 变 ／定转轴球面 ４Ｒ 机构输出杆件旋转轴线

根据式（８），通过对有限旋量求导可得到动平

台瞬时旋转轴线［２３］，即

ｓｔ ＝ ｓ· ｜ θ ＝ ０
ｔ ＝ ０

＝ θ
·

ｉａ ｓ
·

ｉａ ＋ θ
·

ｉｂ ｓ
·

ｉｂ （１０）
由式（１０）可得，串联支链输出端运动形式是各

运动副运动螺旋的线性组合，故球面 ４Ｒ 机构动平

台运动螺旋是 ２ 条串联支链运动螺旋线性组合的交

集，即球面 ４Ｒ 机构动平台旋转轴线由 ２ 条支链的

所在平面交线决定。
图 ３ 为具有变 ／定转轴分岔球面 ４Ｒ 机构处于

定转轴运动模式时机构简图。 图 ４ 为具有变 ／定转

轴的分岔球面 ４Ｒ 机构处于变转轴运动模式时机构

简图。

图 ３　 定轴线运动模式的分岔球面 ４Ｒ 机构

Ｆｉｇ． ３　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ４Ｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｉｎ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ
ａｘｉｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ

　

图 ４　 变轴线运动模式的分岔球面 ４Ｒ 机构

Ｆｉｇ． ４　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ４Ｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｉｎ ｖａｒｉａｂｌｅ
ａｘｉｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ

　
根据具有变 ／定转轴分岔球面 ４Ｒ 机构的装配

条件，给定 １ 组满足装配条件①和②的结构参数，如
４ 个转动副转轴交于点 Ｏ，转轴间相互位置关系为：
ｓ１１位于 Ｘ 轴，ｓ１２与 ｓ１１正交，ｓ２２与 ｓ１２正交，ｓ２１与 ｓ１２夹
角为 ０. ２５π，可得具有变 ／定转轴分岔球面 ４Ｒ 机构

动平台瞬时转动轴线如图 ５ 所示。

图 ５　 具有变 ／定转轴的分岔球面 ４Ｒ 机构轴线

Ｆｉｇ． ５　 Ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｘｉｓ ｏｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ４Ｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ／ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｘｉｓ

　

２　 具有变 ／定转轴的分岔 ２Ｒｖ 并联机构

对于具有变 ／定转轴的分岔 ２Ｒｖ 并联机构，构
型综合可看作 ２ 个具有变 ／定转轴的分岔 １Ｒｖ 并联

机构的串联。 再根据分岔 １Ｒｖ 和分岔 ２Ｒｖ 机构的

装配条件组装即可得到具有变 ／定转轴的分岔 ２Ｒｖ
并联机构。 分别对分岔 １Ｒｖ 和分岔 ２Ｒｖ 并联机构

进行构型综合。
２. １　 变 ／定转轴球面 １Ｒｖ 机构构型综合

具有变 ／定转轴的球面 ４Ｒ 机构即为最简单的

具有变 ／定转轴的 １Ｒｖ 并联机构，故具有变 ／定转

轴 １Ｒｖ 并联机构有限旋量可表示为 ２ 条支链交

集，即

｛ｓｆ，１Ｒｖ｝ ＝ {２ｔａｎ θｂ１

２
ｓｂ１

ｒｏ × ｓｂ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ１

２
ｓａ１

ｒｏ × ｓａ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } ∩

{２ｔａｎ θｂ２

２
ｓｂ２

ｒｏ × ｓｂ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ２

２
ｓａ２

ｒｏ × ｓａ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } （１１）

具有变 ／定转轴的 １Ｒｖ 并联机构支链有限旋

量为

｛ｓｆ，１Ｒｖ｝ ｉ ＝ {２ｔａｎ θｂｉ

２
ｓｂｉ

ｒｏ × ｓｂｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａｉ

２
ｓａｉ

ｒｏ × ｓａｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ }

（１２）
１ＲＶ并联机构动平台有限旋量集合可表示为

｛ｓｆ，１Ｒｖ｝ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ }

（１３）
通过在式（１３）旋量三角积末尾添加平动和转

动因子，可得到 ２、３、４、５ 自由度共 １０ 种支链｛ ｓｆ，ｉＬ｝
的标准型，即
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｛ｓｆ，ｉＬ｝ １ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ ２ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δｔ１

ｏ
ｓ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ ３ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ ４ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δｔ２

ｏ
ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷Δｔ１

ｏ
ｓ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ ５ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δｔ１

ｏ
ｓ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ ６ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ２

２
ｓ２

ｒ２ × ｓ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ ７ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δｔ３

ｏ
ｓ３

æ

è
ç

ö

ø
÷Δｔ２

ｏ
ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷Δｔ１

ｏ
ｓ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ ８ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δｔ２

ｏ
ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷Δｔ１

ｏ
ｓ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ ９ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ２

２
ｓ２

ｒ２ × ｓ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δｔ１

ｏ
ｓ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ }

｛ｓｆ，ｉＬ｝ １０ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ２

２
ｓ２

ｒ２ × ｓ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ }

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１４）

　 　 由于 ２ 自由度支链中，ＲａＲｂ与 ＲｂＲａ可视为等效

支链。 对式（１４）中除｛ｓｆ，ｉＬ｝ １ 之外的其余支链标准

型进行运动副替换以及位置变换，构造少自由度支

链衍生型。
２. １. １　 运动副类型替换

通过替换式（１４）中｛ｓｆ，ｉＬ｝２ 的运动副类型构造衍

生支链。 将｛ｓｆ，ｉＬ｝２ 中移动副替换为 １ 个转动副，即

｛ｓｆ，ｉ１｝ ２ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷·

Δ２ｔａｎ
θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ１

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } （１５）

根据有限旋量计算公式［１７ － ２１］，式（１５）可转换为

｛ｓｆ，ｉ１｝ ２ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ ＋ θａ１

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷·

Δ
ｏ

（ｅｘｐ（θａ１ｓ�ａ） － Ｅ３）（ｒｏ － ｒ１）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } （１６）

当圆环半径趋于无穷大，即（ ｒｏ － ｒ１ ）→∞ 时，
式（１６）与｛ｓｆ，ｉＬ｝ ２ 表示的运动等价，即 Ｒａ Ｒａ Ｒｂ 为

Ｐ１ＲａＲｂ的等价可行支链。

２. １. ２　 运动副位置变换
由于串联运动链 ＲａＲｂ与 ＲｂＲａ可视为同一种支

链，所以只变换转动副与移动副间的位置。 将
｛ｓｆ，ｉＬ｝ ２ 中的运动副位置变换得到

｛ｓｆ，ｉ２｝ ２ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δｔ１

ｏ
ｓ１

æ

è
ç

ö

ø
÷·

Δ２ｔａｎ
θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } （１７）

根据有限旋量计算公式［１７ － ２１］，可将式（１７）变
化为

｛ｓｆ，ｉ２｝ ２ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷·

Δ２ｔａｎ
θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δｔ１

ｏ

ｅｘｐ（θａｓ�ａ）ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } （１８）

由式（１８）知，ＲａＰ１Ｒｂ为 Ｐ１ＲａＲｂ的等价支链。 同
样可得：ＲａＲｂＰ１为 Ｐ１ＲａＲｂ的等价支链。

将式（１８）中 Ｒ１与 Ｒａ位置互换，可得

｛ｓｆ，ｉ１｝ ４ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷·

Δ２ｔａｎ
θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１
æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } （１９）
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根据有限旋量计算公式［１７ － ２１］，式（１９）可转换

为

｛ｓｆ，ｉ１｝ ４ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷·

Δ２ｔａｎ
θ１

２
ｅｘｐ（θａｓ�ａ）ｓ１

（ｒｏ ＋ ｅｘｐ（θａｓ�ａ））（ｒ１ － ｒｏ）ｅｘｐ（θａｓ�ａ）ｓ１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ }

（２０）

　 　 由式（２０）可知，ＲａＲ１Ｒｂ为可行支链。
将式（１８）中 Ｒ１与 Ｒｂ位置互换，可得

｛ｓｆ，ｉ１｝ ４ ＝ {２ｔａｎ θ１

２
ｓ１

ｒ１ × ｓ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷·

Δ２ｔａｎ
θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } （２１）

根据有限旋量计算公式［１７ － ２１］，式（２１）可转换为

｛ｓｆ，ｉ１｝ ４ ＝ {２ｔａｎ θｂ

２
ｓｂ

ｒｏ × ｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１

２
ｅｘｐ（θｂｓ�ｂ）ｓ１

（ｒｏ ＋ ｅｘｐ（θｂｓ�ｂ））（ｒ１ － ｒｏ）ｅｘｐ（θｂｓ�ｂ）ｓ１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
Δ２ｔａｎ

θａ

２
ｓａ

ｒｏ × ｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } ＝

{２ｔａｎ θｂ
２

ｓｂ
ｒｏｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θａ
２

ｓａ
ｒｏｓａ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Δ２ｔａｎ

θ１
２

ｅｘｐ（θｂｓ�ｂ ＋ θａｓ�ａ）ｓ１

（ｒｏ ＋ ｅｘｐ（θａｓ�ａ））（（ｒｏ ＋ ｅｘｐ（θｂｓ�ｂ））（ｒ１ － ｒｏ） － ｒｏ）ｅｘｐ（θｂｓ�ｂ ＋ θａｓ�ａ）ｓ１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ }

（２２）

　 　 由式（２２）可知，ＲａＲｂＲ１为可行支链。
利用旋量三角积及其运算法则，可得到 ３ 自由

度可行支链，如表 １ 中序号 ２、３。 同样可以得到 ４、５

自由度的可行支链，如表 １ 中序号 ４ ～ ９。 表 １ 中，
ＲａｏＲｂｏ中转动副的转动中心经过点 ｏ，而 Ｒ１ＲａｏＲｂｏ中

转动副 Ｒ１的转动中心不经过点 ｏ，Ｐ┴ａＲａ表示移动

表 １　 １Ｒｖ 并联机构可行支链

Ｔａｂ． １　 Ｆｅａｓｉｂｌｅ ｌｉｍｂｓ ｏｆ １Ｒｖ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

序号 标准支链 运动副位置替换 Ｒ 和 Ｐ 运动副类型替换

１ ＲａｏＲｂｏ

２ Ｐ１ＲａｏＲｂｏ ＲａｏＲｂｏＰ１ Ｒａ１ＲａｏＲｂｏ　 ＲａｏＲｂｏＲａ１

３ Ｒ１ＲａｏＲｂｏ ＲａｏＲｂｏＲ１

４ Ｐ１Ｐ２ＲａｏＲｂｏ Ｐ１ＲａｏＲｂｏＰ２　 ＲａｏＲｂｏＰ１Ｐ２　 　 　 　

Ｐ１Ｒａ２ＲａｏＲｂｏ　 Ｒａ１Ｐ２ＲａｏＲｂｏ　 Ｒａ１Ｒａ２ＲａＲｂｏ　 ＲａｏＲｂｏＲｂ１Ｐ２　 　 ＲａｏＲｂｏＰ１Ｒｂ２　

ＲａｏＲｂＲｂ１Ｒｂ２　

５ Ｐ┴ａＰ┴ａＲａＲｂｏ

Ｐ┴ａＲａＰ┴ａＲｂｏ　 　 ＲａＰ┴ａＰ┴ａＲｂｏ　

ＲｂｏＰ┴ａＰ┴ａＲａ　 　 ＲｂｏＰ┴ａＲａＰ┴ａ　

ＲｂｏＲａＰ┴ａＰ┴ａ

Ｐ┴ａＲａ１ＲａＲｂｏ　 Ｒａ１Ｐ┴ａＲａＲｂｏ　 Ｒａ１ＲａＰ┴ａＲｂｏ　 ＲｂｏＰ┴ａＲａ１Ｒａ　 ＲｂｏＲａ１Ｐ┴ａＲａ　

ＲｂｏＲａ１ＲａＰ┴ａ　 ＲｂｏＲａ１Ｒａ１Ｒａ

６ Ｐ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏ

Ｒ１Ｐ１ＲａｏＲｂｏ 　 　 Ｐ１ＲａｏＲｂｏＲ１　

Ｒ１ＲａｏＲｂｏＰ１ 　 　 ＲａｏＲｂｏＰ１Ｒ１　

ＲａｏＲｂｏＲ１Ｐ１

Ｒ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏ　 Ｒ１Ｒａ１ＲａｏＲｂｏ　 Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲｂ１　 ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ１　 　 ＲａｏＲｂｏＲｂ１Ｒ１

７ Ｐ１Ｐ２Ｐ３ＲａＲｂ

Ｐ１Ｐ２ＲａＰ３Ｒｂ　 　 Ｐ１Ｐ２ＲａＲｂＰ３　 　

Ｐ１ＲａＰ２Ｐ３Ｒｂ　 　 Ｐ１ＲａＲｂＰ２Ｐ３　

ＲａＰ１Ｐ２Ｐ３Ｒｂ　 　 ＲａＲｂＰ１Ｐ２Ｐ３

Ｐ１Ｐ２Ｒａ３ＲａＲｂ　 Ｐ１Ｒａ２Ｐ３ＲａＲｂ　 Ｒａ１Ｐ２Ｐ３ＲａＲｂ　 Ｒａ１Ｒａ２Ｐ３ＲａＲｂ　

Ｒａ１Ｐ２Ｒａ３ＲａＲｂ　 Ｐ１Ｒａ２Ｒａ３ＲａＲｂ　

８ Ｐ１Ｐ２Ｒ１ＲａｏＲｂｏ

Ｐ１Ｒ１Ｐ２ＲａｏＲｂｏ 　 Ｐ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏＰ２　

Ｒ１Ｐ１Ｐ２ＲａｏＲｂｏ 　 Ｒ１ＲａｏＲｂｏＰ１Ｐ２　

Ｐ１ＲａｏＲｂｏＰ２Ｒ１ 　 Ｐ１ＲａｏＲｂｏＲ１Ｐ２

ＲａｏＲｂｏＰ１Ｐ２Ｒ１ 　 ＲａｏＲｂｏＰ１Ｒ１Ｐ２　

ＲａｏＲｂｏＲ１Ｐ１Ｐ２

Ｒ１Ｐ２Ｒ１ＲａｏＲｂｏ　 Ｐ１Ｒ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏ　 Ｒ１Ｒ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏ　 Ｐ１Ｒ１ＲａＲａｏＲｂｏ　

Ｒ１Ｒ１Ｒａ１ＲａｏＲｂｏ　 Ｒ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏＰ２　 Ｐ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲｂ２　 Ｒ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲｂ２　

Ｒ１Ｐ１Ｒａ２ＲａｏＲｂｏ　 Ｒ１Ｒａ１Ｐ２ＲａｏＲｂｏ 　 Ｒ１Ｒａ１Ｒａ２ＲａＲｂｏ　 Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲｂ１Ｐ２　

Ｒ１ＲａｏＲｂｏＰ１Ｒｂ２ 　 Ｒ１ＲａｏＲｂＲｂ１Ｒｂ２　 Ｒａ１ＲａｏＲｂｏＰ２Ｒ１　 Ｐ１ＲａｏＲｂｏＲｂ２Ｒ１　

Ｐ１ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ１ 　 Ｒａ１ＲａｏＲｂｏＲｂ２Ｒ１　 Ｒａ１ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ１　 Ｒａ１ＲａｏＲｂｏＲ１Ｐ２　

ＲａｏＲｂｏＲｂ１Ｐ２Ｒ１　 ＲａｏＲｂｏＰ１Ｒｂ２Ｒ１　 ＲａｏＲｂＲｂ１Ｒｂ２Ｒ１　 ＲａｏＲｂｏＲ１Ｐ２Ｒ１　

ＲａｏＲｂｏＰ１Ｒ１Ｒ１　 ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ１Ｒ１　 ＲａｏＲｂｏＲｂ１Ｒ１Ｒ１ 　 ＲａｏＲｂｏＲｂ１Ｒ１Ｐ２ 　

ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ１Ｐ２

９ Ｐ１Ｒ１Ｒ２ＲａｏＲｂｏ

Ｒ１Ｐ１Ｒ２ＲａｏＲｂｏ 　 Ｒ１Ｒ２Ｐ１ＲａｏＲｂｏ

Ｒ１Ｒ２ＲａｏＲｂｏＰ１ 　 Ｐ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲ２

Ｐ１ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ２ 　 Ｒ１ＲａｏＲｂｏＰ１Ｒ２

Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲ２Ｐ１ 　 ＲａｏＲｂｏＰ１Ｒ１Ｒ２

ＲａｏＲｂｏＲ１Ｐ１Ｒ２ 　 ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ２Ｐ１

Ｒ１Ｒ１Ｒ２ＲａｏＲｂｏ　 Ｒ１Ｒ２Ｒ２ＲａｏＲｂｏ　 Ｒ１Ｒ２Ｒａ１ＲａｏＲｂｏ　 Ｒ１Ｒ２ＲａｏＲｂｏＲｂ１　

Ｒ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲ２　 Ｒａ１ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ２　 　 Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲｂ１Ｒ２　 Ｒ１ＲａｏＲｂｏＲ２Ｒ２　

ＲａｏＲｂｏＲｂ１Ｒ１Ｒ２ 　 ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ１Ｒ２　 ＲａｏＲｂｏＲ１Ｒ２Ｒ２　 　

１０ Ｒ１Ｒ２Ｒ３ＲａｏＲｂｏ
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副沿垂直于转动副 Ｒａ 的轴线移动，Ｐ１Ｐ２Ｐ３Ｒａ 表示

３ 个线性无关的移动副与轴线不过转动中心点 ｏ 的

串联支链，其余类似。
根据表 １ 可得动平台具有 １Ｒｖ 运动模式的并联

机构，如表 ２ 所示。

表 ２　 １Ｒｖ 并联机构

Ｔａｂ． ２　 １Ｒｖ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

序号 　 　 １Ｒｖ 并联机构

１ ＲａｏＲｂｏ ／ ＲａｏＲｂｏ

２ ＲａｏＲｂｏ ／ ＰＲａｏＲｂｏ

３ ＲａｏＲｂｏ ／ Ｒ１ＲａｏＲｂｏ

４ ＲａｏＲｂｏ ／ Ｐ１Ｐ２ＲａｏＲｂｏ

５ ＲａｏＲｂｏ ／ Ｐ┴ａＰ┴ａＲａＲｂｏ

序号 　 　 １Ｒｖ 并联机构

６ ＲａｏＲｂｏ ／ Ｐ１Ｒ１ＲａｏＲｂｏ

７ ＲａｏＲｂｏ ／ Ｐ１Ｐ２Ｐ３ＲａＲｂ

８ ＲａｏＲｂｏ ／ Ｐ１Ｐ２Ｒ１ＲａｏＲｂｏ

９ ＲａｏＲｂｏ ／ Ｐ１Ｒ１Ｒ２ＲａｏＲｂｏ

２. ２　 具有变 ／定转轴的分岔 ２Ｒｖ并联机构构型综合

根据上述综合得到的分岔 １Ｒｖ 并联机构，动平

台上串联分岔 １Ｒｖ 并联机构即可得到具有变 ／定转

轴的分岔 ２Ｒｖ 并联机构，即
｛ｓｆ，２Ｒｖ｝ ＝ ｛ｓｆ，１Ｒｖ２Δｓｆ，１Ｒｖ１｝ （２３）

其中 １Ｒｖ 并联机构如表 ２ 所示。 一种具有变 ／
定转轴的分岔 ２Ｒｖ 并联机构如图 ６ 所示。

图 ６　 分岔位形的 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． ６　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ２Ｒｖ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｔ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｏｓｉｔｉｏｎ
　

根据第 １. ３ 节可以得到具有变 ／定转轴的两个

串联球面 ４Ｒ 机构动平台的转动轴线。
图 ６ 为处于分岔位形的两个串联球面 ４Ｒ 机

构。 图 ７ 为两个串联球面 ４Ｒ 机构为定 定运动模

式下的旋转轴线，其中第 １ 转动轴线矢量不变，第
２ 转动轴线绕第 １ 转动轴线变化，自身转动轴线矢

量不变。 图 ８ 为两个串联球面 ４Ｒ 机构为定 变运

动模式下的旋转轴线，其中第 １ 转动轴线矢量不

变，第 ２ 转动轴线不仅绕第 １ 转动轴线变化，自身

转动轴线矢量也发生变化。 图 ９ 为 ２ 个串联球面

４Ｒ 机构为变 定运动模式下的旋转轴线，其中第 １
转动轴线矢量变化，第 ２ 转动轴线仅绕第 １ 转动轴

线变化，自身转动轴线矢量也不变。 图 １０ 为 ２ 个

串联球面 ４Ｒ 机构为变 变运动模式下的旋转轴

线，其中第 １ 转动轴线矢量变化，第 ２ 转动轴线不

仅绕第 １ 转动轴线变化，自身转动轴线矢量也发

生变化。

图 ７　 具有两条定轴线的 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． ７　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ２Ｒｖ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｉｎ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ
ａｘｅｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ

　

图 ８　 具有定 变轴线的 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． ８　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ２Ｒｖ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｉｎ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ｖａｒｉａｂｌｅ
ａｘｅｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ

　
由于单纯串联 ２ 个分岔 １Ｒｖ 并联机构后得到的

分岔 ２Ｒｖ 并联机构存在有驱动副远离定平台，为避

免远离定平台的驱动副影响机构的动态性能，故在

图 ６ ～ １０ 的机构上连接 １ 条包含 １ 个驱动副的主动

无约束支链。 这样，分岔 ２Ｒｖ 广义并联机构有限旋

量可表示为
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图 ９　 具有变 定轴线的 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． ９　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ２Ｒｖ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｉｎ ｖａｒｉａｂｌｅ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ
ａｘｅｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ

　

图 １０　 具有变 变轴线的 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １０　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ２Ｒｖ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｉｎ ｖａｒｉａｂｌｅ ｖａｒｉａｂｌｅ
ａｘｅｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ

　
｛ｓｆ，２Ｒｖ｝ ＝ ｛ｓｆ，１Ｒｖ２Δｓｆ，１Ｒｖ１｝∩｛ｓｆ，３Ｔ３Ｒ｝ （２４）

式中 　 ｛ ｓｆ，３Ｔ３Ｒ ｝———包含 １ 个驱动副的 ６ 自由度

支链

２. ３　 分岔 ２Ｒｖ 广义并联机构装配条件

根据式（７）、（９），再结合分岔 １Ｒｖ 并联机构

的装配条件，可得到具有变 ／定转轴的分岔 ２Ｒｖ 广

义并联机构的装配条件：③ ｓ１ ≠ ± ｓ２， ｓ１ ≠ ± ｓ２，
ｓ１３≠ ± ｓ２３， ｓ１ ≠ ± ｓ２， ④ ｓ１１ ＝ ± ｓ２２， ｓ１２ ≠ ± ｓ２１，
ｓ１４ ＝ ± ｓ２３， ｓ１３ ≠ ± ｓ２４，或 ｓ１２ ＝ ± ｓ２１， ｓ１１ ≠ ± ｓ２２，
ｓ１３ ＝ ± ｓ２４， ｓ１４ ≠ ± ｓ２３，或 ｓ１２ ≠ ± ｓ２１， ｓ１３ ＝ ± ｓ２４，
ｓ１４≠ ± ｓ２３，或 ｓ１４ ＝ ± ｓ２３， ｓ１３≠ｓ２４， ｓ１２ ＝ ± ｓ２１， ｓ１１≠
ｓ２２。
２. ４　 分岔 ２Ｒｖ 广义并联机构驱动配置

由于具有变 ／定转轴的分岔 ２Ｒｖ 并联机构是

由靠近定平台的分岔 １Ｒｖ 并联机构（下分岔 １Ｒｖ
并联机构）和靠近动平台分岔 １Ｒｖ 并联机构（上分

岔 １Ｒｖ 并联机构）串联而成，故驱动可由两部分

组成：下分岔 １Ｒｖ 并联机构的驱动副应尽量靠近机

架选取，可为任意一个与定平台连接运动副；为避免

远离定平台驱动副对并联机构动态性能的影响，将
动平台上串联 １ 条含有驱动副的 ６ 自由度支链，以
控制上分岔 １Ｒｖ 并联机构。

如表 ２ 中的 ２ ＲａｏＲｂｏ机构和 １ 条 ６ 自由度 ＳＰＳ
支链，构成一种 ２Ｒｖ 广义并联机构，如图 １１ 所示。
此机构由两条 Ｐ１ＲａＲａＲａＲｂ串联支链通过连接具有

变 ／定转轴的分岔球面 ４Ｒ 机构定平台和 １ 条 ＳＰＳ
支链连接此球面 ４Ｒ 机构的动平台构成。 图中带箭

头的运动副表示驱动副。

图 １１　 分岔位形的 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １１　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ２Ｒｖ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ／ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ ａｔ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｏｓｉｔｉｏｎ

　

３　 新型分岔 ２Ｒｖ 并联机构分岔特性

根据式（８），分岔 １Ｒｖ 机构输出转动轴与转动

副转角 θｉｂ相关，分为 θｉｂ ＝ ０ 和 θｉｂ≠０ 两种情况。
３. １　 定 定运动模式

如图 １２ 所示，当转动副 Ｒ１１转动轴线 ｓ１１与转动

副 Ｒ２２转动轴线 ｓ２２平行［２４ － ２７］，且转动副 Ｒ１３转动轴
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线 ｓ１３与转动副 Ｒ２４转动轴线 ｓ２４平行时，有 ｓ１ × ｓ２１ ＝
ｏ，ｓ１ × ｓ２ ＝ ｏ，当转动副 Ｒ１２ 和 Ｒ１４ 转角为 ０ 时，即
θ１２ ＝ ０，θ１４ ＝ ０ 时，图 １２ 为广义并联机构具有定 定

转轴的运动模式。 即在分岔位形（转动副 Ｒ１１ 转动

轴线 ｓ１１与转动副 Ｒ２１ 转动轴线 ｓ２１ 平行，且转动副

Ｒ１３转动轴线 ｓ１３与转动副 Ｒ２４转动轴线 ｓ２４平行），锁
死转动副 Ｒ１２和转动副 Ｒ１４，可保持 ｓ１１与 ｓ２２平行和

ｓ１３与 ｓ２４平行，即可实现定 定转轴运动模式。

图 １２　 定 定轴线运动模式 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ２Ｒｖ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ／ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ ｉｎ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ

ａｘｅｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ
　

３. ２　 定 变运动模式

当转动副 Ｒ１１转动轴线 ｓ１１与转动副 Ｒ２２转动轴

线 ｓ２２平行，且转动副 Ｒ１３转动轴线 ｓ１３与转动副 Ｒ２４

转动轴线 ｓ２４不平行时，有 ｓ１ × ｓ２２ ＝ ｏ，ｓ１ × ｓ２≠ｏ，当
转动副 Ｒ１２ 的转角为 ０，而 Ｒ１４ 的转角不为 ０ 时，即
θ１２ ＝ ０，θ１４≠０ 时，图 １３ 为广义并联机构具有定 变

转轴的运动模式。 即在分岔位形，锁死转动副 Ｒ１２，
且使转动副 Ｒ１４ 转动一定角度离开分岔位形，可保

持 ｓ１１与 ｓ２２平行和 ｓ１３与 ｓ２４不平行，即可实现定 变转

轴运动模式。

图 １３　 定 变轴线运动模式 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １３　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ２Ｒｖ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ／ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ ｉｎ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ

ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ
　

３. ３　 变 定运动模式

如图 １４ 所示，当转动副 Ｒ１１转动轴线 ｓ１１与转动

副 Ｒ２２转动轴线 ｓ２２ 不平行，且转动副 Ｒ１３ 转动轴线

ｓ１３与转动副 Ｒ２４转动轴线 ｓ２４平行时，有 ｓ１ × ｓ２２≠ｏ，
ｓ１ × ｓ２ ＝ ｏ，当转动副 Ｒ１２ 和 Ｒ１４ 转角为 ０ 时，即

θ１２≠０，θ１４ ＝ ０ 时，图 １４ 为广义并联机构具有变 定

转轴的运动模式。 即在分岔位形（转动副 Ｒ１１ 转动

轴线 ｓ１１与转动副 Ｒ２２ 转动轴线 ｓ２２ 平行，且转动副

Ｒ１３转动轴线 ｓ１３与转动副 Ｒ２４转动轴线 ｓ２４平行），锁
死转动副 Ｒ１４，且使转动副 Ｒ１２转动一定角度离开分

岔位形，可保持 ｓ１１与 ｓ２２不平行和 ｓ１３与 ｓ２４平行，即可

实现变 定转轴运动模式。

图 １４　 变 定轴线运动模式 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １４　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ２Ｒｖ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ／ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ ｉｎ ｖａｒｉａｂｌｅ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ

ａｘｅｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ
　

３. ４　 变 变运动模式

如图 １５ 所示，当转动副 Ｒ１１转动轴线 ｓ１１与转动

副 Ｒ２２转动轴线 ｓ２２ 不平行，且转动副 Ｒ１３ 转动轴线

ｓ１３与转动副 Ｒ２４转动轴线 ｓ２４不平行时，有 ｓ１ × ｓ２２≠
ｏ，ｓ１ × ｓ２≠ｏ，当转动副 Ｒ１２和 Ｒ１４的转角为 ０ 时，即
θ１２≠０，θ１４≠０ 时，图 １５ 为广义并联机构具有变 变

转轴的运动模式。 即在分岔位形（转动副 Ｒ１１ 转动

轴线 ｓ１１与转动副 Ｒ２２ 转动轴线 ｓ２２ 平行，且转动副

Ｒ１３转动轴线 ｓ１３与转动副 Ｒ２４转动轴线 ｓ２４平行），使
转动副 Ｒ１２和 Ｒ１４转动一定角度离开分岔位形，可保

持 ｓ１１与 ｓ２１不平行和 ｓ１３与 ｓ２４不平行，即可实现变 变

转轴的运动模式。

图 １５　 变 变轴线运动模式 ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １５　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ２Ｒｖ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ／ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ ｉｎ ｖａｒｉａｂｌｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ

５３４第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 胡旭宇 等： 具有变 ／定转轴的一类分岔 ２Ｒｖ 广义并联机构构型综合



４　 应用

利用前文提出的具有变 ／定转轴的新型分岔

２Ｒｖ 广义并联机构，通过在图 １１ 所示机构的 ２ 条支

链连接定平台一端分别串联 ２ 个平行于 Ｒ１１和 Ｒ１２的

２ 个转动副，如图 １６ 所示，提出一种具有变 ／定转轴

的新型分岔 １Ｔ２Ｒｖ 广义并联机构。

图 １６　 分岔位形的 １Ｔ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １６　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ １Ｔ２Ｒｖ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ／ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ ａｔ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｏｓｉｔｉｏｎ

　
如图 １７ 所示，当转动副 Ｒ１１转动轴线 ｓ１１与转动

副 Ｒ２２转动轴线 ｓ２２平行，且转动副 Ｒ１３转动轴线 ｓ１３
与转动副 Ｒ２４ 转动轴线 ｓ２４ 平行时，有 ｓ１ × ｓ２１ ＝ ｏ，
ｓ１ × ｓ２ ＝ ｏ，当转动副 Ｒ１２和 Ｒ１４转角为 ０ 时，即 θ１２ ＝
０，θ１４ ＝ ０ 时，图 １７ 为广义并联机构具有定 定转轴

的运动模式。 即在分岔位形锁死转动副 Ｒ１２和转动

副 Ｒ１４，可保持 ｓ１１与 ｓ２２平行和 ｓ１３与 ｓ２４平行，即可实

现定 定转轴的运动模式。

图 １７　 定 定轴线运动模式 １Ｔ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １７　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ １Ｔ２Ｒｖ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ／ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ ｉｎ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ｉｎｖａｒｉａｂｌｅ ａｘｅｓ

ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅ
　

当转动副 Ｒ１１转动轴线 ｓ１１与转动副 Ｒ２２转动轴

线 ｓ２２平行，且转动副 Ｒ１３转动轴线 ｓ１３与转动副 Ｒ２４

转动轴线 ｓ２４不平行时，有 ｓ１ × ｓ２２ ＝ ｏ，ｓ１ × ｓ２≠ｏ，当
转动副 Ｒ１２转角为 ０，而 Ｒ１４转角不为 ０ 时，即 θ１２ ＝ ０，
θ１４≠０ 时，图 １８ 为广义并联机构具有定 变转轴的

运动模式。 即在分岔位形，锁死转动副 Ｒ１２，且使转

图 １８　 定 变轴线运动模式 １Ｔ２Ｒｖ 并联机构

Ｆｉｇ． １８　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ １Ｔ２Ｒｖ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
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动副 Ｒ１４转动一定角度离开分岔位形，可保持 ｓ１１与
ｓ２２平行和 ｓ１３与 ｓ２４不平行，即可实现定 变转轴的运

动模式。
如图 １９ 所示，当转动副 Ｒ１１转动轴线 ｓ１１与转动

副 Ｒ２２转动轴线 ｓ２２ 不平行，且转动副 Ｒ１３ 转动轴线

ｓ１３与转动副 Ｒ２４转动轴线 ｓ２４平行时，有 ｓ１ × ｓ２２≠ｏ，
ｓ１ × ｓ２ ＝ ｏ，当转动副 Ｒ１２和 Ｒ１４转角为 ０ 时，即 θ１２≠
０，θ１４ ＝ ０ 时，图 １９ 为广义并联机构具有变 定转轴

的运动模式。 即在分岔位形锁死转动副 Ｒ１４，且使

转动副 Ｒ１２转动一定角度离开分岔位形，可保持 ｓ１１
与 ｓ２２不平行和 ｓ１３与 ｓ２４平行，即可实现变 定转轴的

运动模式。

图 １９　 变 定轴线运动模式 １Ｔ２Ｒｖ 并联机构
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如图 ２０ 所示，当转动副 Ｒ１１转动轴线 ｓ１１与转动

副 Ｒ２２转动轴线 ｓ２２ 不平行，且转动副 Ｒ１３ 转动轴线

ｓ１３与转动副 Ｒ２４转动轴线 ｓ２４不平行时，有 ｓ１ × ｓ２２≠
ｏ，ｓ１ × ｓ２ ≠ｏ，当转动副 Ｒ１２ 和 Ｒ１４ 转角为 ０ 时，即
θ１２≠０，θ１４≠０ 时，图 ２０ 为广义并联机构具有变 变

转轴的运动模式。 即在分岔位形，使转动副 Ｒ１２ 和

Ｒ１４转动一定角度离开分岔位形，可保持 ｓ１１与 ｓ２１不
平行和 ｓ１３与 ｓ２４不平行，即可实现变 变转轴的运动

模式。
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图 ２０　 变 变轴线运动模式 １Ｔ２Ｒｖ 并联机构
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５　 结论

（１）利用有限旋量理论，在具有变 ／定转轴分岔

１Ｒｖ 并联机构的基础上，提出一类新型的具有变 ／定

轴线矢量的 ２Ｒｖ 并联机构。

（２）研究了这类 ２Ｒｖ 并联机构的装配条件和驱

动配置。

（３）分岔 ２Ｒｖ 并联机构包含 ４ 种运动模式，即定

定转轴运动模式、定 变转轴运动模式、变 定转轴运

动模式和变 变转轴运动模式。
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