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逾渗理论在多孔介质渗透性能研究中的应用
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摘 要：逾渗现象广泛存在于自然界的各种物理过程中，逾渗理论已经在众多领域得到广泛的应用和研究 . 区别于

传统的以渗透系数为主要参数渗流理论，用逾渗理论表征多孔介质的渗透性能，这可能是解决复杂渗流问题更合理的方

法，如当气相侵入饱和多孔介质时，对非混溶的两相流动系统中气相运动的表征。多孔介质可以视为由孔腔与孔喉组

成，它们分别对应逾渗网络模型里的节点与连接节点的键，在此概化的基础上逾渗理论可以应用于多孔介质，进而运用

逾渗理论中关键路径分析的方法对饱和渗透系数与非饱和渗透系数进行理论推导。以泊肃叶方程为起点，结合连通性

以及逾渗临界体积含量等概念，构建出了饱和渗透系数与孔隙临界半径的关系，并在此基础上将孔隙度以孔隙半径的概

率密度函数的形式给出并引入平衡半径的概念，加入推导，最终得出非饱和渗透系数的表达式。并使用 Rijtema 数据库

的两种土样实测数据与预测值对比，分析了非饱和渗透系数表达式的适用性。结果发现，给出的非饱和渗透系数的表达

式只有在远离逾渗阈值的范围区间内，即饱和度大于 0.9 时，预测值才与实测值接近，而在小饱和度时，甚至产生了几个

数量级误差。这些误差的产生与前述推导过程中的假设与近似处理以及接近逾渗时拓扑的复杂性有关，其结果是越接

近临界饱和度，其预测值越不准确。
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Abstract：Percolation phenomenon widely exists in various physical processes in natural world， and percolation theory has been widely used 
and studied in many fields. In contrast to traditional seepage theory taking hydraulic conductivity as the main parameter， percolation theory 
offers a distinctive approach to understanding the permeability of porous media. This may be a more reasonable approach to solve complex 
seepage problems such as when the gas phase invades the water-saturated porous medium，the characterization of gas phase motion in immis‐
cible two-phase flow systems in porous media. Porous media， conceptualized as an interconnected network of pores and throats， can be lik‐
ened to nodes and bond connections in the percolation model. This unique perspective allows the application of percolation theory to porous 
media， providing a theoretical framework for analyzing both saturated and unsaturated hydraulic conductivities using the critical path analy‐
sis method in the percolation theory. The derivation begins with Poiseuille's equation， a fundamental equation governing fluid flow. Hydraulic 
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conductance and critical volume fraction for percolation become essential concepts in this theoretical exploration. By integrating these con‐
cepts with Poiseuille's equation， the relationship between saturated hydraulic conductivity and critical pore radius is established. To further 
refine the theoretical framework， on this basis， the porosity is given in the form of a probability density function of the pore radius and the 
concept of equilibrium radius is introduced into the formula derivation process， this addition enhances the model's accuracy by accounting 
for the distribution of pore sizes within the porous media. As a result， the expression for unsaturated hydraulic conductivity finally obtained. 
The applicability of the unsaturated hydraulic conductivity expression was analyzed by comparing the measured data of two soil samples in 
the Rijtema database and predicted values. It was found that the expression of the unsaturated hydraulic conductivity given in this article is 
close to the measured value only in the range far away from the percolation threshold， that is， when the saturation is greater than 90 percent， 
while at small saturation， even errors of several orders of magnitude were produced. The generation of these errors is related to the assump‐
tions and approximation processing in the aforementioned derivation process of unsaturated hydraulic conductivity and the complexity of the 
topology when approaching percolation. The result is that the closer to the critical saturation， the less accurate the predicted value is.
Key words：percolation theory； percolation threshold； saturated hydraulic conductivity； unsaturated hydraulic conductivity； critical path 

analysis

0　引 言

自然界中广泛存在两种不同的宏观态，如浸透与不浸透、

导通与不导通等，且宏观态可以用微观参数表征（如粒子占据

概率或粒子浓度）。从一种宏观态到另一种宏观态表现为逐渐

“渗透”的过程，故被称为“逾渗”。逾渗理论解决的基本问题

是，从一种宏观态演变为另一种宏观态时，发生突变的临界值

（逾渗阈值）是多少。 自从逾渗理论提出后，在众多领域得到广

泛的应用和研究，如地震活动［1］，溶胶的凝胶化［2］，材料导电路

径［3］等。

在渗流领域，已经建立了以渗透系数为主要参数的经典渗

流理论，但在一些复杂的渗流问题上，仍然会碰到传统渗流理

论无法解决的困难。如多孔介质中非混溶的两相流动系统中，

当气相侵入到饱水多孔介质时，对于气相运动的表征，传统多

孔介质两相流中采用气相扩散到水相中的简单概化，用两相的

相对渗透系数来表征其渗透性能。这种扩散型的概化不符合

水-气两相不混溶的性质，也不符合气相的真实运动特征，因此

计算结果会出现较大的偏差［4］。而逾渗理论则利用逾渗阈值这

个核心参数定量刻画气相在饱水多孔介质中连通的必要条件，

这似乎是解决这类问题更合理的方法［5］。

本文使用逾渗理论对多孔介质中水的渗透性能进行了分

析和表征，给出了用逾渗阈值表达的饱和渗透系数和非饱和渗

透系数，并对其适用性进行了讨论。

1　逾渗理论

逾渗理论是处理强无序和具有随机几何结构系统常用的

理论方法之一。在传统的随机逾渗网络模型里，每个节点以独

立的概率 p 被占据，被占据的节点可以是单独的，也可以和其他

被占据的节点相邻，相邻的被占据节点组成的群体被称为集

团。随着概率 p 的不断增大，系统中被占据的节点会逐渐增加，

当 p 增大到某一定值 pc 时，首次出现了横跨整个网络的集团，整

个网络被其贯通，此时即发生了逾渗，将 pc 称为逾渗概率，将这

个横跨整个网络的集团称之为关键路径［6］。值得注意的是，关

键路径的大小是无限的，除非有限的系统本身对其进行限制。

作为逾渗标志之一的关键路径的出现，意味着系统两端发生物

质交换成为可能［7］。

在多孔介质中，可以认为流体储存在孔腔和孔喉内，而流

动阻力可以由孔喉计算。孔腔就像上述网络模型的节点，而孔

喉就像连接节点的键。在此概化的基础上，逾渗理论就可以应

用于多孔介质的渗流。在逾渗理论中用于计算多孔介质传导

性质的主要方法是关键路径分析（critical path analysis），路径的

多少本质上是衡量多孔介质渗透性能大小的参数［7］。

2　饱和渗透系数

在饱和多孔介质渗流中，一个简单的模型是毛管束模型，

该模型把饱和多孔介质概化成不同管径大小的毛管束，水的流

动符合泊肃叶方程，简称为泊肃叶流，如式 (1)，
Q = πr4

8μ
∆P
l （1）

式中：∆P 是压力损失，N/m2；l 是管长，m；μ 是水的动力学黏度，

N·s/m2；Q 是流量，m3/s。

对于一个半径为 r，长度为 l 的孔隙而言，假设通过的流量 Q

与其连通性 g（hydraulic conductance）成正比，联系泊肃叶方程

并忽略数值常数则有式（2）：

g ∝ r4

μl  （2）
假设多孔介质具有分形特征，那么孔隙的纵横比（即形状）

总体上与大小无关，即孔隙长度 l 与孔隙半径 r 成正比。在这种

情况下式 (2) 可以进一步简化为式 (3)：
g ∝ r3 （3）

为了计算饱和条件下的渗透系数，首先需要根据逾渗时的

临界体积含量 Vc 的表达式计算出孔隙临界半径 rc。Vc 的含义是

当被占用的单元体积达到 Vc 时，系统一定发生逾渗。Vc 的表达

式如式 (4)［6］：

Vc = 3 - D
r3 - D

m
∫

rc

rm

r3 r-1 - D dr （4）
式中：rm 是最大孔隙半径；D 是分形维数。将式 (4) 求解得到孔

42



逾渗理论在多孔介质渗透性能研究中的应用  兰盈伯 程东会 项 琳 等

隙临界半径 rc 的表达式，如式（5）：

rc = rm (1 - Vc ) 1
3 - D （5）

在得到临界半径 rc 的表达式 (5) 后，将其与式 (3) 联立得

到式（6）：

gc ∝ r3
m (1 - Vc ) 3

3 - D = r3
c

（6）
在得到临界连通性 gc 与临界半径 rc 的关系式 (6) 后，为进一

步推导需要借用 Hunt 关于饱和渗透系数的表达式，如式（7）［6］：

KS ∝ gcl
χ 2 （7）

式中：l 是关键路径上孔隙之间的距离；χ 是关键路径的长度。

显然，l 与 χ 都与 rc 成正比。由此，若忽略其中的比例系数，

式 (7) 可以简化为式（8）［6］：

KS ∝ gc l
χ 2 ∝ rc r3

c

r2
c

∝ r2
c （8）

在很多研究中，研究者都得出了饱和渗透系数与临界半径

的平方成正比这一结论。其中包括没有使用关键路径分析的

Katz 和 Thompson、Kozeny-Carman、Johnson 和 Schwartz、Bernabé
和 Revil 以及 Torquato 和 Lu 的研究，以及使用关键路径分析的

Banavar 和 Johnson、Le Doussal 的研究。与泊肃叶方程得到的渗

透系数 KS = r2 /8μ相比，逾渗理论得到的渗透系数更深刻的表达

了毛管半径与孔隙半径的物理含义。

3　非饱和渗透系数

许多非饱和渗透系数的经典公式［8，9］均写成了与饱和渗透

系数 KS 成比例的形式。但是 KS 一般难以精确计算，因为 KS 受

到孔隙阻力分布的强烈影响，而孔隙阻力分布要从孔隙的孔径

分布中获取，孔径分布的测量往往是不准确的。但在具有分形

特征的多孔介质中，孔隙的形状总体上与它们的大小无关，所

有半径的孔隙形状都是相同的，也就不再需要孔径分布的精确

数据，因此用该比值表示的非饱和渗透系数更加精确［10］。

为了描述连续多孔介质中的孔径分布的特点，Hunt 将孔隙

半径的概率密度函数表示为式（9）［11］：

W ( r ) = (3 - D )
r3 - D

m

r-D - 1 （9）
式中：(3 - D ) /r3 - D

m 是归一化常数，通过总孔隙体积（W ( r ) 和 r3

的乘积的积分）与总体积的比值获取。因此孔隙度 ϕ 的表达式

可写成式（10）［11，12］：

ϕ = ( 3 - D
rm

3 - D ) ∫ r0

rm

r3 r-1 - D dr = 1 - ( r0
rm

) 3 - D （10）
非饱和土壤水的毛管束理论中概化非饱和问题时假设存

在一个平衡孔隙半径 rp，当孔隙半径大于 rp 时，该孔隙中的水被

全部排干，而孔隙半径小于 rp 时，孔隙是饱和的［13，14］。水的饱和

度 S 是半径小于 rp 的孔隙中水的体积与总孔隙体积的比值［6］，

表示为式（11）：

S = ( 1
ϕ ) ( 3 - D

rm
3 - D ) ∫ r0

rp

r3 r-1 - D = 1
ϕ

[ rp
3 - D - r3 - D0 ]

r3 - D
m

（11）
当 rp = rm 时，S=1，为饱水状态。如果要用逾渗理论推导出

非饱和渗透系数的表达式，则需要知道对应的多孔介质逾渗时

的临界体积分数 VC。由于逾渗路径上的最大孔隙等于平衡半

径，即 rm＝rp，临界体积分数可以表达为式（12）［6］：

VC = ( 3 - D
r3 - D

m

) ∫
rc

rp

drr2 - D = ( rp

rm
) 3 - D - ( rc( )θ

rm
) 3 - D （12）

方程 (12) 中，积分上限已从 rm 降低到 rp，而 rp 的取值与饱和

度 S 有关，这反映了非饱和过程。由于临界含水率 θc 和临界体

积分数 Vc 都对应逾渗阈值 pc 这一点，为了得到作为含水率函数

的渗透系数，可以使用临界含水率 θc 替换公式中的临界体积分

数 Vc。联立方程（4）、（11）和（12）并使用 θc 代替 Vc，可以求出不

饱和条件下 rc (θ ) 的表达式，如式（13）：

rc (θ ) = rc (θ = ϕ ) [ 1 - ϕ + ( )θ - θc1 - θc
] 1

3 - D （13）
式 (13) 与式 (3)联立，非饱和临界连通性可表示为式 (14)，

它是含水率的函数：

gc (θ ) = gc (θ = ϕ ) [1 - ϕ 1 - S
1 - θc

] 3
3 - D （14）

将式 (14) 与式 (7) 联立，可以得到逾渗理论所建立起的非

饱和渗透系数表达式，如式（15）：

K (S ) = KS [1 - ϕ 1 - S
1 - θc

] 3
3 - D （15）

4　讨 论

4.1　饱和渗透系数
虽然通过毛管束模型的概化，渗透系数可以与逾渗理论中

的逾渗阈值建立理论上的关系。但是，在推导过程中使用了较

多的假设以及近似，现对这些假设以及近似对结果的影响进行

讨论。

关键路径分析所使用的临界体积分数 Vc，在上文中出于理

论推导的需要仅给出了其定义公式，但由于孔径分布难以获

取，在实际中临界体积分数 Vc 可以从溶质扩散［15］、导电系数［16］

和非饱和多孔介质的实验中获得［17］。

还应注意到，泊肃叶流中连通性是孔隙半径的幂函数，但

在逾渗理论的体系中，连通性是孔隙半径的指数函数。这是一

个很重要的差异，但目前对这种差异的含义尚未得到完全

理解［8 ，18］。

在对式 (7) 进行简化时，由于关键路径上孔隙之间的距离 l

和关键路径的长度 χ 都与 rc 成正比，所以得出了饱和渗透系数

与临界半径的平方成正比的结论。但在其中忽略了 l 和 χ 中的

比例系数，由于比例系数并非一个定值，这意味着忽略了比例

系数导致的不确定性，可能导致误差扩大。

虽然 KS 受到孔隙阻力分布的强烈影响，而精确的孔径分布

信息难以获取导致其确切公式难以表征且在推导过程中接受

了一些假设与近似，但对 KS 进行基本讨论是至关重要的，因为

KS 是表达非饱和渗透系数的基础。

对于逾渗理论中的关键路径分析适用性的问题，有一些学

者开展了相应的理论研究，AMBEGAOKAR（1971）等人的研究

表明在连通性分布足够广泛的三维随机系统中，传输是由临界
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连通性所控制的，这证明了关键路径分析适用于三维孔隙网络

渗透系数的求解［19］。SHANTE（1997）和 KIRKPATRICK（1979）
在 AMBEGAOKAR（1971）等的基础上将研究推广到求解多孔岩

石渗透率［20］，随后其他人也使用不同形式的关键路径分析来研

究非均质断裂介质的渗透率［21-24］。但 FRIEDMAN（1998）的工

作也指出［7］，关键路径分析在估算非均质三维孔隙网络的渗透

率时，预测值的精度随配位数的增加而降低。这方面的研究工

作仍待进一步开展。

4.2　非饱和渗透系数
将多孔介质中的孔腔视为点孔喉视为键，逾渗理论的引入

是很自然的，而在多孔介质具备分形特征的假设下，所有半径

的 孔 隙 形 状 都 是 相 同 的 ，因 此 l，χ 与 rc 之 间 的 比 例 系 数 在

K (S ) / KS 的 比 值 中 消 失 了 ，比 例 系 数 导 致 的 不 确 定 性 在

K (S ) / KS 中被消去，这使非饱和渗透系数能够被更准确表达。

这也使得方程（15）在远离临界含水率的范围内是准确的，但在

接近临界含水率，介质快达到逾渗时，由于拓扑复杂性，它并不

准确［25］。在 θ → θc 的极限下，方程（15）得出：

K (θc ) = Ks [ 1 - ϕ
1 - θc

] 3
3 - D （16）

此时方程（16）中的 K (θc ) 并不等于零；它是与系统中最小

孔隙的临界连通性相关的渗透系数。逾渗理论要求渗透系数

在逾渗阈值处消失。这个问题仍需更进一步的研究。而且，上

述推导中没有充分考虑非饱和土壤水的迟滞效应，而迟滞性对

于土壤水的吸湿过程是非常重要的。

为了论证式（15）的有效性，本文使用 Rijtema 数据库［26］的 2
种代表性土样数据对非饱和渗透系数的逾渗模型式（15）进行

测试。2 种土壤的基本参数以及计算结果和实测结果的对比

如表 1。

测试的结果表明，在饱和度大于 0.9 后，利用逾渗理论预测

的渗透系数才与实测值接近，而在小饱和度时，甚至产生了几

个数量级误差。这些误差的产生与前述的逾渗非饱和渗透系

数推导过程的中假设有关，其结果是越接近临界饱和度，其预

测值越不准确。

5　结 论

对于饱和渗透系数，通过逾渗理论给出其表达式与经典渗

流力学给出的表达式一致，这说明了逾渗理论基本上适用于饱

水多孔介质。对于非饱和渗透系数，通过逾渗理论中关键路径

分析的方法结合孔隙度的知识可以给出了精确的表达式，其优

点是在远离临界连通性的大范围区间内与实测值有很高的近

似度，但不足之处是在接近临界连通性时，拓扑的复杂性会对

公式的精确度造成很大影响，越接近临界连通性误差越大。
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表1　两个代表性土壤样品渗透系数实测值和计算值的比较

Tab.1 The measured and calculated values of hydraulic conductivity using 2 Soil Sample

样品

粗砂

细砂质壤土

饱和渗透系数 KS/
（m·s-1）

4.17×10−8

1.39×10−6

孔隙度 ϕ

0.301

0.504

分形维数 D
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2.934

临界饱和度 Sc/
（m·s-1）

0.07

0.17

饱和度 S

0.600
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0.935
0.972
0.539
0.838
0.953
0.990

实测渗透系数/
（m·s-1）

1.512×10-10

1.321×10-8

2.966×10-8

3.830×10-8

9.853×10-9

1.202×10-7

6.257×10-7

1.318×10-6

预测渗透系数/
（m·s-1）

6.610×10-12

3.314×10-9

1.093×10-8

2.329×10-8

2.275×10-12

1.992×10-8

4.269×10-7

1.078×10-6

相对误差/
%

95.6
74.9
63.1
39.2
99.9
83.4
31.8
18.2
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